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基于圆心约束最小二乘圆拟合的短圆弧测量
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（天津大学 精密测试技术及仪器国家重点实验室，天津３０００７２）

摘要：坐标测量中通常采用最小二乘法拟合几何元素。测量短圆弧时，由于特征点数少，受到的噪声干扰大，测量精度难

以满足测量要求。本文针对短圆弧测量，分析了采用最小二乘法多点测圆时，圆弧中心角对圆心及半径测量误差的影

响；考虑到短圆弧的功能特性和加工工艺往往将圆心作为固定值，在最小二乘圆拟合的基础上，提出了圆心约束最小二

乘圆拟合方法。利用提出的方法测量了理论半径为１０ｍｍ，中心角为２０°的短圆弧，测量误差＜０．０１ｍｍ。对比实验表

明，利用圆心约束最小二乘圆拟合法测量短圆弧能有效提高拟合精度。提出的方法基于机器视觉检测系统，能对工件做

在线非接触测量。与传统的短圆弧测量方法相比，具有精度高、速度快、测量范围广等优势。
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１　引　言

　　短圆弧是指３０°以下中心角所对的圆弧
［１］。

常用的非完整圆弧半径测量方法包括圆弧样板

法、卡尺法、弓高弦长法等，这些方法的精度、量

程、特点和应用场合各不相同［２］。圆弧样板法仅

用于检验圆弧半径是否在公差带范围内；卡尺法

适用于精度要求不高的场合，测量范围受弧长的

限制，卡尺量程受横向定位架的限制；而弓高弦长

法的操作比较繁琐。上述方法一般只用于对工件

做静态的离线测量。

短圆弧测量的难点在于圆弧上的特征点数

少，受到的噪声干扰大。考虑到短圆弧的功能特

性和加工工艺都是将圆心设为固定值［１］，因此，本

文在最小二乘圆拟合的基础上，引入圆心约束条

件，用来约束圆的拟合过程。本文方法基于机器

视觉检测系统，能够对短圆弧做在线非接触测量，

与前述传统测量方法相比，具有速度快、精度高、

测量范围大等优点，为短圆弧测量提供了一种有

效的解决方案。

２　测量机模型及机器视觉系统

　　 图１为立柱移动型三坐标测量机。立柱做

犡向移动，滑座沿立柱做犣向移动，回转体工件

固定在分度台上并随之转动，回转轴与犣 向平

行。照明装置和ＣＣＤ摄像装置构成测量机的机

器视觉系统。

图１　测量机模型

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｍｏｄｅｌｏｆｍｅａｓｕｒｉｎｇｍａｃｈｉｎｅ

机器视觉系统的工作原理是：照明装置投射

稳定且均匀的结构光平面并与回转体工件表面相

交，ＣＣＤ摄像装置获取表征被测工件表面轮廓的

高对比度二维图像，利用标定后［３］图像坐标和仪

器坐标的对应关系，得到仪器坐标系下二维坐标

点组成的工件表面轮廓线。

利用测量机测量如图２所示的回转体工件。

图中，圆弧犅的中心角接近１８０°；而圆弧犃和圆

弧犆的中心角均小于３０°属于短圆弧的范畴。用

常用的最小二乘圆拟合法评价圆弧时，圆心及半

径的测量不确定度随着圆弧中心角的减小而增

大，下面以短圆弧犃的半径测量为例说明。

图２　回转体工件截面图

Ｆｉｇ．２　Ｓｅｃｔｉｏｎａｌｖｉｅｗｏｆｒｏｔａｔｉｏｎａｌｗｏｒｋｐｉｅｃｅ

３　最小二乘圆拟合法及问题的提出

　　 如图３所示，工件轮廓由线段犕犃，犅犖 和圆

弧犃犅组成，圆弧半径犚为待测的特征参数。用

最小二乘法确定被测要素的基本原理是：假设有

理想圆的圆心犗（狓０，狕０），使得圆弧上的离散采样

点（狓犻，狕犻）到犗（狓０，狕０）距离的平方和最小，则该理

想圆的半径犚即为所要求的圆弧半径。

图３　短圆弧拟合
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目标函数表示为：
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式中犖 为参与拟合计算的特征点的个数。这是

一个非线性最小二乘问题，当犗（狓０，狕０）在坐标原

点附近时，常以下式代替：
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选取犖 个特征点服从均匀分布
［４］，设单次测

量误差为Δ，在测量机的几何误差已获补偿时，可

以认为Δ为随机误差。为不失一般性，以犗（狓０，

狕０）为原点建立坐标系，使犖 个特征点关于犡 轴

对称分布。此时，犜＝犎＝犝＝犣＝０，使（３）、（４）、

（５）式得到简化。计算得到圆心及半径的测量不

确定度δ犗，δ犚：
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ｃｏｓθ犻）
２／犖

（犖－∑
犖

犻＝１

ｃｏｓ２θ犻）犖＋∑
犖

犻＝１

ｃｏｓ２θ犻－２（∑
犖

犻＝１

ｃｏｓθ犻）
２／［ ］犖槡

Δ ， （６）

δ犚 ＝

犖＋∑
犖

犻＝１

ｃｏｓ２θ犻

犖 犖＋∑
犖

犻＝１

ｃｏｓ２θ犻－２（∑
犖

犻＝１

ｃｏｓθ犻）
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式中，θ犻为特征点（狓犻，狕犻）与原点犗（狓０，狕０）的连线

同犡轴的夹角。圆心及半径的测量不确定度δ犗，

δ犚 与中心角α和采样点数犖 的关系如图４所示。

可见，当中心角α较小时，如α＜３０°时，圆弧

圆心及半径的测量误差的传递因数δ狅／Δ、δ犚／Δ将

随中心角α的减小而迅速增大。

图４　圆心及半径的测量不确定度与中心角和采样

点数的关系
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４　圆心约束的最小二乘圆拟合法

　　 针对短圆弧测量的带约束条件的最小二乘

圆拟合法的基本思路［５７］是：从工件图纸及从短圆

弧的使用功能特性或加工工艺出发，将短圆弧的

理论圆心位置或理论半径作为约束条件，约束最

小二乘圆的拟合，提高拟合精度。

仍以图２所示的短圆弧犃的半径测量为例。

首先对ＣＣＤ摄像装置获取的测量图像做二值化、

边缘提取和轮廓跟踪处理，结果如图５所示。

将表征工件轮廓的像素点进一步细分，并根

据预先标定的线性变换参数和图像畸变矫正参数

计算得到轮廓线上各特征点在仪器坐标系下的二

维坐标，结果如图６所示。

（ａ）测量图像二值化　　　　（ｂ）轮廓跟踪

（ａ）Ｂｉｎａｒｉｚｅｄｉｍａｇｅ　　（ｂ）Ｃｏｎｔｏｕｒｔｒａｃｋｉｎｇ

图５　测量图像的二值化和轮廓跟踪处理

Ｆｉｇ．５　Ｂｉｎａｒｙａｎｄｃｏｎｔｏｕｒｔｒａｃｋｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓｏｆｍｅａｓ

ｕｒｉｎｇｉｍａｇｅ

图６　理论圆心犗′的求取

Ｆｉｇ．６　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｃｉｒｃｌｅｃｅｎｔｅｒ犗′

设短圆弧犃犅的理论圆心为犗′（狓０′，狕０′），线

段犕犃与理论圆犗′相切，切点为犃（狓１，狕１）。由

几何关系得理论圆心犗′（狓０′，狕０′）：

狓０′＝狓１＋犚

狕０′＝狕２＋ 犚２－（犚－（狓２－狓１））槡
烅
烄

烆
２
． （８）

可见，圆弧端点犃，犅 的坐标值狓１，狓２，狕２ 是

确定约束条件的参数，可以通过拟合线段 犕犃，

犅犖 计算得到。

以斜截式方程表达直线时，直线倾角较小时

拟合精度较高［８］，仪器坐标系下线段犕犃 和犅犖

的倾角接近９０°，因此，置换犡，犣坐标，设犕犃和

犅犖 的表达式分别为

狓＝犓狓，狕·狕＋犅狓，狕，狓＝犓狓，狕′·狕＋犅狓，狕′，（９）

此时，点犃，犅 的犡 坐标值狓１＝犅狓，狕，狓２＝犅狓，狕′。

由最小二乘原理［９１０］知，目标函数为

犉（犓狓，狕，犅狓，狕）＝∑
犿

犻＝１

（狓０犻 －犓狓，狕·狕犻－犅狓，狕）
２．

（１０）

根据极值原理，要使目标函数值最小，有：

犉

犓狓，狕
＝０，

犉

犅狓，狕
＝０． （１１）

解上述两方程，得直线参数：

犓狓，狕 ＝

犿∑
犿

犻＝１

狓０犻狕犻－∑
犿

犻＝１

狓０犻·∑
犿

犻＝１

狕犻

犿∑
犿

犻＝１

狕２犻 －（∑
犿

犻＝１

狕犻）
２

犅狓，狕 ＝
∑
犿

犻＝１

狕２犻·∑
犿

犻＝１

狓０犻 －∑
犿

犻＝１

狕犻·∑
犿

犻＝１

狓０犻狕犻

犿∑
犿

犻＝１

狕２犻 －（∑
犿

犻＝１

狕犻）

烅

烄

烆
２

，（１２）

式中犿为参与直线拟合的特征点数。进一步做

分段直线拟合，比较各直线段的斜率可以得到拐

点犅的坐标（狓２，狕２）。

建立圆心约束条件的数学模型后，需要选取

圆弧上的特征点作为拟合的数据源，由于圆弧端

点犃，犅的坐标值狓１，狓２，狕２ 已经得到，只需计算

点犃的犣坐标狕１。在实际问题中，将圆弧犃犅的

理论半径犚′，即犚的标准值代入式（１）计算点犃

的犣坐标

狕１＝狕０′＝狕２＋ 犚′２－（犚′－（狓２－狓１））槡
２ ．

（１３）

利用轮廓线上点犃（狓１，狕１）和点犅（狓２，狕２）之

间的特征点拟合最小二乘圆，并将犃，犅点的坐标

值狓１，狓２，狕２ 代入式（８）作为拟合约束条件。
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５　比较实验

　　 比较实验在本实验室自行研发设计的ＧＰ

ＭＩ－１型通用回转体智能检测仪上进行，如图７

所示。测量机的单次测量误差Δ＝±３μｍ，回转

体工件短圆弧半径的理论值为１０ｍｍ，公差范围

±０．２５ｍｍ。

分别采用最小二乘拟合圆法和圆心约束的最

小二乘法计算圆弧半径。前者由于重复性和再现

性太差无法满足测量需要，如表１所示；后者的测

量原始数据和利用测量系统分析（ＭＳＡ）方法
［１１］

图７　ＧＰＭＩ１通用回转体智能检测仪

Ｆｉｇ．７　ＧＰＭＩ１：ＧｅｎｅｒａｌＰｒｅｃｉｓｉｏｎ ＭｅａｓｕｒｉｎｇＩｎ

ｓｔｒｕｍｅｎｔ

分析其重复性和再现性的结果分别如表２、表３

所示。

表１　最小二乘法与圆心约束最小二乘圆拟合法测量数据对比（单位：ｍｍ）

Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｍｅａｓｕｒｉｎｇｄａｔａｂｙｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｍｅｔｈｏｄ＆ｃｅｎｔｒｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ

ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｃｉｒｃｌｅｆｉｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ（Ｕｎｉｔ：ｍｍ）

测量次数
最小二乘法 圆心约束最小二乘圆拟合法

圆心坐标 半径 圆心坐标 半径

１ （３．３８７，－２２５．７００） １０．００３ （３．３８２，－２２５．６７９） １０．０１９

２ （３．４７８，－２２５．６６７） １０．０９７ （３．３８５，－２２５．６８６） １０．０２１

３ （３．５０２，－２２５．６２３） １０．１９２ （３．３８３，－２２５．６８４） １０．０１８

４ （３．３９８，－２２５．６８３） １０．０５５ （３．３８４，－２２５．６８３） １０．０２１

５ （３．５０９，－２２５．６４４） １０．０８４ （３．３８５，－２２５．６８７） １０．０１８

６ （３．３９８，－２２５．６９６） １０．０１３ （３．３８４，－２２５．６７９） １０．０２１

７ （３．３８２，－２２５．６１０） １０．１０８ （３．３８７，－２２５．６８６） １０．０１９

８ （３．３３４，－２２５．７１８） ９．９７６ （３．３８６，－２２５．６８３） １０．０１８

９ （３．５０６，－２２５．６４８） １０．１３０ （３．３８３，－２２５．６８２） １０．０１９

１０ （３．３５４，－２２５．７０５） ９．９９８ （３．３８４，－２２５．６８１） １０．０２０

表２　圆心约束最小二乘圆拟合法测量原始数据（单位：ｍｍ）

Ｔａｂ．２　Ｏｒｉｇｉｎａｌｄａｔａｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｃｅｎｔｒｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｃｉｒｃｌｅｆｉｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ（Ｕｎｉｔ：ｍｍ）

评价人／

测量次数

零件编号

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

Ａ　　１ １０．０１３ １０．０１７ １０．０１９ １０．０１４ １０．０１９ １０．００５ ９．９９５ １０．００２ ９．９９６ ９．９９９

　　　２ １０．０１３ １０．０１９ １０．０１８ １０．０１４ １０．０１９ １０．００５ ９．９９８ １０ ９．９９７ ９．９９８

　　　３ １０．０１３ １０．０１８ １０．０１８ １０．０１４ １０．０２１ １０．００６ ９．９９８ １０．００２ ９．９９７ ９．９９５

平均值 １０．０１３ １０．０１８ １０．０１８ １０．０１４ １０．０２０ １０．００５ ９．９９７ １０．００１ ９．９９７ ９．９９７

极　差 ０ ０．００２ ０．００１ ０ ０．００２ ０．００１ ０．００３ ０．００２ ０．００１ ０．００４

Ｂ　　１ １０．０１５ １０．０１６ １０．０１９ １０．０１５ １０．０２１ １０．０１２ ９．９９７ １０．００２ ９．９９６ ９．９９４

　　　２ １０．０１６ １０．０１８ １０．０１９ １０．０１６ １０．０１９ １０．０１３ ９．９９８ １０ ９．９９７ ９．９９６

　　　３ １０．０１７ １０．０１８ １０．０１８ １０．０１６ １０．０１９ １０．００９ ９．９９７ １０．００１ ９．９９６ ９．９９５

平均值 １０．０１６ １０．０１７ １０．０１９ １０．０１６ １０．０２０ １０．０１１ ９．９９７ １０．００１ ９．９９６ ９．９９５

极　差 ０．００２ ０．００２ ０．００１ ０．００１ ０．００２ ０．００４ ０．００１ ０．００２ ０．００１ ０．００２

Ｃ　　１ １０．０１３ １０．０２ １０．０１９ １０．０１４ １０．０２２ １０．０１９ ９．９９３ １０．００５ ９．９９７ ９．９９７

　　　２ １０．０１５ １０．０１９ １０．０２２ １０．０１６ １０．０２２ １０．００９ ９．９９３ １０．００５ ９．９９７ ９．９９８

　　　３ １０．０１２ １０．０１９ １０．０２ １０．０１４ １０．０２３ １０．００９ ９．９９４ １０．００３ ９．９９９ ９．９９６

平均值 １０．０１３ １０．０１９ １０．０２０ １０．０１５ １０．０２２ １０．０１２ ９．９９３ １０．００４ ９．９９８ ９．９９７

极　差 ０．００３ ０．００１ ０．００３ ０．００２ ０．００１ ０．０１ ０．００１ ０．００２ ０．００２ ０．００２

零件均值 １０．０１４ １０．０１８ １０．０１９ １０．０１５ １０．０２１ １０．０１０ ９．９９６ １０．００２ ９．９９７ ９．９９７
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表３　圆心约束最小二乘圆拟合法测量单元分析及总变差（单位：ｍｍ）

Ｔａｂ．３　Ｍｅａｓｕｒｉｎｇｃｅｌｌａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｔｏｔａｌｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｃｅｎｔｒｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｃｉｒｃｌｅｆｉｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ（Ｕｎｉｔ：ｍｍ）

评价项目
重复性－设备变差

（ＥＶ）

再现性—评价人变差

（ＡＶ）

重复性和再现性

（ＧＲＲ）

工件变差

（ＰＶ）

总变差

（ＴＶ）

结果 ０．００１２ ０．０００７ ０．００１４ ０．００７８ ０．００７９

　　ＭＳＡ根据重复性和再现性占总变差的百分

比％ＧＲＲ和分级数ｎｄｃ来判断测量系统的重复

性和再现性是否可以接受，具体标准有如下两

条［１２］。

（１）％ＧＲＲ决定准则：

％ＧＲＲ＜１０％时，测量系统可接受；

％ＧＲＲ在１０％～３０％时，要权衡应用的重

要性、量具成本、维修费用等是否考虑可以接受；

％ＧＲＲ＞３０％时，测量系统不能接受，应努

力找出问题所在，并加以纠正，然后再进行测量系

统分析。

（２）分级数ｎｄｃ决定准则

ｎｄｃ应该大于或等于５，即ｎｄｃ≥５。ｎｄｃ≥５

说明该测量系统有足够的分辨力。

根据测量数据分析报告的结果，

％ＧＲＲ＝ＧＲＲ／ＴＶ＝１７．６３１％＜３０％

ｎｄｃ＝１．４１（ＰＶ／ＧＲＲ）＝７．８７２＞｛ ５
，

（１４）

考虑到被测工件短圆弧半径在公差带范围内的分

布相对比较集中，该方法是可以接受的。

６　结　论

　　 在圆弧测量中，圆弧圆心及半径的测量误差

的传递因数随着中心角的减小而增大。采用最小

二乘圆拟合法对短圆弧进行测量存在一定局限

性。短圆弧的功能特性和加工工艺往往将圆心作

为固定值，在此基础上本文提出并验证了一种基

于圆心约束最小二乘圆拟合的短圆弧测量方法。

实验证明：利用本文的方法测量中心角为２０°，理

论半径为１０ｍｍ 的短圆弧，测量误差＜０．０１

ｍｍ。与传统的短圆弧测量方法比较，本文方法

具有精度高、速度快、测量范围大、能对工件作在

线非接触测量等优势。本文举出的实例在短圆弧

测量中是常见而非唯一的，在实际运用中，可根据

具体情况建立约束条件的数学模型。
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